
Chap 4     Dérivation. 
 
I Taux d'accroissement 
 
Définition : soit f, une fonction définie sur un intervalle I. 
Soit a, un réel de I et h un réel non nul, tel que a + h appartienne à I, on appelle taux d'accroissement de f 

entre a et a+h le nombre f (a+ h)− f (a)
h

. 

 
 
Interprétation graphique :  
Le taux d'accroissement de f entre a et a+h est la pente de la 
droite (AM) où A et M sont les points de Cf d'abscisses a et a+h. 
 
A(a; f (a))  et M (a+ h; f (a+ h))  
Soit m le coefficient directeur de (AM) : 

m = f (a+ h)− f (a)
a+ h− a

=
f (a+ h)− f (a)

h
 

 
II Nombre dérivé 
 
Définition : Si, lorsque h tend vers 0 (se rapproche de 0), le 
taux d'accroissement de f entre a et a+h tend vers un réel L, 
alors : 
 - On dit que la fonction f est dérivable en a. 
 - On dit que L est le nombre dérivé de f en a. 
 
Vocabulaire et notation :  
- le nombre dérivé de f en a se note f'(a). 
- L est appelé la limite du taux d'accroissement lorsque h tend 

vers 0 et on le note : lim
h→0

f (a+ h)− f (a)
h

= f '(a).  

 
Exemple : f (x) = 2x2 −3 , définie sur  R. Son nombre dérivé en x =1 . 
Son taux d'accroissement en1 est  

T(h)= f (1+ h)− f (1)
h

=
2(1+ h)2 −3− (−1)

h
 

h
hh

h
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donc 42)( += hhT  et lim
h→0
2h+ 4 = 4  

f '(1) = 4  
 
 
 
Interprétation graphique :  

Dire que f (a+ h)− f (a)
h

 tend vers f '(a)   quand h tend vers 0 c'est dire que lorsque le point M sur la courbe 

Cf tend vers le point A, la droite (AM) tend vers une position limite : celle de la droite TA, passant par A et 
de coefficient directeur f'(a). 
 
 
 



III Tangente 
 
Définition :  
Soit f  une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a, et Cf sa courbe 
représentative.  
On appelle tangente en A à la courbe Cf la droite qui passe par A(a; f (a))  et 
dont le coefficient directeur est f '(a) . 
Une équation de la tangente à Cf au point d'abscisse a est 
y = f '(a)(x − a)+ f (a) . 
  
dem : l'équation de cette droite est y = f '(a)x+ p  et A(a; f (a))  appartient à 
cette droite donc f (a) = f '(a)a+ p  donc p = − f '(a)a+ f (a)  et l'équation est 
y = f '(a)x+− f '(a)a+ f (a)  et donc y = f '(a)(x − a)+ f (a) . 
 
Exemple : f (x) = 2x2 −3 , la tangente de Cf en 1 a pour équation y = 4(x −1)−1  donc y = 4x −5 . 
 
IV Fonction dérivée 
 
Définition : 
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. 
Si, pour tout réel a de I f'(a) existe, on dit que f est dérivable sur I. 
On définit alors une nouvelle fonction f' sur I par : f ' : x! f '(x) . 
 
Exemple : f (x) = 2x2 −3 , définie sur  R.  
Son taux d'accroissement en a est  

T= f (a+ h)− f (a)
h

=
2(a+ h)2 −3− 2a2 +3

h
=
2a2 + 4ah+ 2h2 − 2a2

h
= h(4a+ 2h)

h
= 4a+ 2h  

lim
h→0
4a+ 2h = 4a . 

Le nombre dérivé de f en a est 4a donc f '(x) = 4x . 
 
Propriétés : Dérivées des fonctions usuelles : 
 
 

Fonction Ensemble de 
définition 

Ensemble de 
dérivabilité 

Fonction dérivée 

f (x) =mx+ p  ℝ ℝ f (x) =m  
f (x) = p  ℝ ℝ f (x) = 0  
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥& + 𝑏𝑥 + 𝑐 ℝ ℝ 𝑓 𝑥 = 2𝑎𝑥 + 𝑏 
f (x) = xn ; n ∈ℕ  ℝ ℝ f (x) = nxn−1  

f (x) = 1
x

  ℝ* ℝ* f (x) = −1
x2

 

f (x) = x   ℝ+ ℝ+* f (x) = 1
2 x

 

 
 
 
Démonstrations : dans chaque démonstration, le fait que la limite du taux d’accroissement existe et soit 
un nombre fini prouve que la fonction est dérivable.  
 



	𝒇(𝒙) = 𝒌∶ 	𝒇′𝟎 𝒙 = 		 lim
8→:

	 		;< =>8 ?	;< =
8

= 		 lim
8→:

	 	@?@
8
= lim

8→:
	 0 = 0	 donc 	𝒇′𝟎 𝒙 = 𝟎 

 
𝒇𝟏 𝒙 = 𝒎𝒙 + 𝒑  							𝒇𝟏′ 𝒙 = 		 lim

8→:
	 		;E =>8 ?	;E =

8
= 		 lim

8→:
	 	F(=>8)>G?F=?G

8
 

				lim
8→:

	 	F8
8
= 				 lim

8→:
	𝑚 = 𝑚  

donc 𝑓I	est	dérivable	pour	tout	𝑥	de	𝑅	et	 𝑓I
W 𝑥 = 𝑚 

 
 
	𝒇𝟐 𝒙 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄   On calcule 	 		;\ =>8 ?	;\ =

8
   

𝑇	;&,= ℎ =
		𝑓& 𝑥 + ℎ − 	𝑓& 𝑥

ℎ =
𝑎 𝑥 + ℎ & + 𝑏(𝑥 + ℎ) + 𝑐 − 𝑎𝑥& − 𝑏𝑥 − 𝑐

ℎ  

𝑇	;&,= ℎ =
𝑎𝑥& + 2𝑎𝑥ℎ + 𝑎ℎ& + 𝑏𝑥 + 𝑏ℎ + 𝑐 − 𝑎𝑥& − 𝑏𝑥 − 𝑐

ℎ =
2𝑎𝑥ℎ + 𝑎ℎ& + 𝑏ℎ

ℎ =
ℎ 2𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑎ℎ

ℎ 			 
		𝑇	;&,= ℎ = 2𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑎ℎ 
lim
8→:

	( 2𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑎ℎ) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 
donc	𝑓&	est	dérivable	pour	tout	𝑥	de	𝑅	et			𝑓&W 𝑥 = 2𝑎𝑥 + 𝑏 
 

𝑓c 𝑥 =
1
𝑥		 

Soit	𝒙 ≠ 𝟎	𝑒𝑡	𝑥 + ℎ ≠ 0 ∶ 𝑜𝑛	𝑝𝑒𝑢𝑡	𝑐ℎ𝑜𝑖𝑠𝑖𝑟	 ℎ < 𝑥  

𝑇;c,=(ℎ) =
	𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥

ℎ =
1

𝑥 + ℎ −
1
𝑥

ℎ  

𝑇;c,=(ℎ) =

𝑥
𝑥 𝑥 + ℎ − 𝑥 + ℎ

𝑥 𝑥 + ℎ
ℎ =

− ℎ
𝑥 𝑥 + ℎ
ℎ = −

ℎ
𝑥 𝑥 + ℎ ×

1
ℎ 

𝑇;c,=(ℎ) = −
ℎ

𝑥ℎ 𝑥 + ℎ = −
1

𝑥 𝑥 + ℎ  

 

	lim
8→:

𝑇;c,=(ℎ) = lim
8→:

−
1

𝑥 𝑥 + ℎ = −
𝟏
𝒙𝟐 

La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction est dérivable,	∀𝑥 ∈ ℝ∗. 
Et 		𝒇W𝟑 𝒙 = − 𝟏

𝒙𝟐
 

 
𝑓u 𝑥 = 𝑥		 

soit	𝑥 > 0	𝑒𝑡	 ℎ < 𝑥	𝑎𝑖𝑛𝑠𝑖	𝑥 + ℎ > 0 

𝑇;u,=(ℎ) =
	𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥

ℎ =
𝑥 + ℎ − 𝑥

ℎ 	

𝑜𝑟	 𝑥 + ℎ + 𝑥 > 0 Donc on peut multiplier et diviser par la forme conjuguée non nulle. 

𝑇;u,=(ℎ) =
𝑥 + ℎ − 𝑥 𝑥 + ℎ + 𝑥

ℎ 𝑥 + ℎ + 𝑥
=

𝑥 + ℎ − 𝑥
ℎ 𝑥 + ℎ + 𝑥

 

𝑇;u,=(ℎ) =
ℎ

ℎ 𝑥 + ℎ + 𝑥
=

1
𝑥 + ℎ + 𝑥

 

	lim
8→:

𝑇;u,=(ℎ) = lim
8→:

1
𝑥 + ℎ + 𝑥

=
1

𝑥 + 𝑥
=

1
2 𝑥

 

La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction est dérivable	∀𝑥 ∈]0;+∞[. 

𝒇𝟒
W(𝒙) =

𝟏
𝟐 𝒙

 

 
 



 
 
	𝒇𝟓 𝒙 = 𝒙𝟑    	𝒇𝟓′ 𝒙 = 		 lim

8→:
	 		;} =>8 ?	;} =

8
. 

et 	𝑓~ 𝑥 + ℎ = 𝑥 + ℎ c = 𝑥 + ℎ 𝑥& + 2ℎ𝑥 + ℎ& = 𝑥c + 2ℎ𝑥& + 𝑥ℎ& + ℎ𝑥& + 2ℎ&𝑥 + ℎc 
	𝑓~ 𝑥 + ℎ = 𝑥c + 3ℎ𝑥& + 3𝑥ℎ& + ℎc 
 

𝑇;~,=(ℎ) =
		𝑓~ 𝑥 + ℎ − 	𝑓~ 𝑥

ℎ =
𝑥c + 3ℎ𝑥& + 3𝑥ℎ& + ℎc − 𝑥c

ℎ =
3ℎ𝑥& + 3𝑥ℎ& + ℎc

ℎ  

𝑇;~,=(ℎ) =
ℎ 3𝑥& + 3𝑥ℎ + ℎ&

ℎ 			 
		𝑇;~,=(ℎ) = 3𝑥& + 3𝑥ℎ + ℎ& 
	lim
8→:

	 3𝑥& + 3𝑥ℎ + ℎ& = 3𝑥& 
La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction est dérivable,	∀𝑥 ∈ ℝ∗ 
	𝑓~W 𝑥 = 3𝑥& 
 
 
V Dérivées et opérations 
 
Propriétés :  
Soient u et v, deux fonctions définies et dérivables sur I et k, un réel. 
La fonction 𝑢 + 𝑣 ∶ 	𝑥 ↦ 𝑢 𝑥 + 𝑣 𝑥  est dérivable sur I et on a 𝑢 + 𝑣 W = 𝑢W + 𝑣W 
La fonction 𝑘𝑢 ∶ 	𝑥 ↦ 𝑘𝑢 𝑥  est dérivable sur I et on a 𝑘𝑢 W = 𝑘𝑢W 
La fonction 𝑢𝑣 ∶ 	𝑥 ↦ 𝑢 𝑥 𝑣(𝑥) est dérivable sur I et on a 𝑢𝑣 W = 𝑢W𝑣 + 𝑢𝑣′ 
 
 u + v   
soit 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢	𝑒𝑡	𝑣 sont dérivables en 𝑥 

𝑇�>�	��	=(ℎ) =
	(𝑢 + 𝑣) 𝑥 + ℎ − (𝑢 + 𝑣) 𝑥

ℎ  

𝑇�>�	��	=(ℎ) =
	𝑢 𝑥 + ℎ + 𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥 − 𝑣 𝑥

ℎ  

		𝑇�>�	��	=(ℎ) = 	
	𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢(𝑥)

ℎ 	+	
	𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑣 𝑥

ℎ  
On admet que la limite d’une somme est égale à la somme des limites dans le cas où les limites finies 
existent. 

lim
8→:

𝑇�>�	��	=(ℎ) 	= lim
8→:

𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢(𝑥)
ℎ + lim

8→:

𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑣 𝑥
ℎ  

u	est	dérivable	en	x	donc		 lim
8→:

𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢(𝑥)
ℎ = 𝑢W(𝑥) 

v	est	dérivable	en	x	donc		 lim
8→:

� =>8 ?�(=)
8

= 𝑣W(𝑥)  
lim
8→:

𝑇�>�	��	= ℎ 	= 𝑢W 𝑥 + 𝑣W(𝑥) 
La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction 𝑢 + 𝑣 est dérivable sur I. 
lim
8→:

𝑇�>�	��	= ℎ = (𝑢 + 𝑣)′(𝑥) par définition de la dérivée. 
𝑢 + 𝑣 W 𝑥 = 𝑢W 𝑥 + 𝑣W(𝑥) 

 
ku   
soit 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢	𝑒𝑠𝑡 dérivables en 𝑥 et k est un réel 

∆@�	��	=(ℎ) =
	(𝑘𝑢) 𝑥 + ℎ − (𝑘𝑢) 𝑥

ℎ =
	𝑘𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑘𝑢 𝑥

ℎ  

∆@�	��	=(ℎ) =
	@(� =>8 ?� = )

8
=k 	� =>8 ?�(=)

8
 

On admet que la limite d’un produit est égal au produit des limites dans le cas où les limites finies existent. 



or	u	est	dérivable	en	x	donc		 lim
8→:

𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢(𝑥)
ℎ = 𝑢W(𝑥) 

lim
8→:

𝑇@�	��	= (ℎ) 	= 𝑘𝑢W 𝑥  
La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction 𝑘𝑢 est dérivable sur I. 
(𝑘𝑢)′ 𝑥 = 𝑘𝑢W 𝑥  
 
 
𝑢𝑣: 𝑥 ↦ 𝑢 𝑥 ×𝑣(𝑥)  

soit	𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢	𝑒𝑡	𝑣 sont dérivables en 𝑥 

𝑇��	��	=(ℎ) =
	(𝑢𝑣) 𝑥 + ℎ − (𝑢𝑣) 𝑥

ℎ  

𝑇��	��	=(ℎ) =
	𝑢 𝑥 + ℎ 𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥

ℎ  
−𝑢 𝑥 𝑣 𝑥 + ℎ + 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥 + ℎ = 0; on l'ajoute au numérateur :  

𝑇��	��	=(ℎ) =
	𝑢 𝑥 + ℎ 𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥 + ℎ + 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥

ℎ  

𝑇��	��	=(ℎ) =
	𝑢 𝑥 + ℎ 𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥 + ℎ

ℎ +
𝑢 𝑥 𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥 𝑣 𝑥

ℎ  

𝑇��	��	=(ℎ) = 𝑣 𝑥 + ℎ
	𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥

ℎ + 𝑢 𝑥
𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑣 𝑥

ℎ  
On utilise les deux propriétés sur les limites déjà admises. 

lim
8→:

𝑇��	��	= (ℎ) 	= lim
8→:

𝑣 𝑥 + ℎ ×	 lim
8→:

	𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥
ℎ + 𝑢(𝑥) lim

8→:

𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑣 𝑥
ℎ  

𝑢	𝑒𝑠𝑡	𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒	𝑒𝑛	𝑥	𝑑𝑜𝑛𝑐		 lim
8→:

𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢(𝑥)
ℎ = 𝑢W(𝑥) 

𝑣	𝑒𝑠𝑡	𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒	𝑒𝑛	𝑥	𝑑𝑜𝑛𝑐		 lim
8→:

𝑣 𝑥 + ℎ − 𝑣(𝑥)
ℎ = 𝑣W(𝑥) 

lim
8→:

𝑣 𝑥 + ℎ = 𝑣(𝑥) 
lim
8→:

𝑇��	��	= ℎ 	= 𝑢W 𝑥 𝑣 𝑥 + 𝑢 𝑥 𝑣W 𝑥 = 𝑢𝑣 W(𝑥) 
La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction 𝑢𝑣 est dérivable sur I. 
 
Conséquences : 

Soit la fonction	𝒖		𝒅é𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆	𝒔𝒖𝒓	𝑰  

On définit la fonction 𝒖𝟐	𝑠𝑢𝑟	𝐼	𝑝𝑎𝑟	𝑢& 𝑥 = 𝑢 𝑥 &
 

La fonctions 	𝑢&	est dérivable sur	𝐼 et 𝒖𝟐 W = 𝟐𝒖′𝒖 

dem : 𝑔 𝑥 = 𝑢 𝑥 ×𝑢 𝑥 	 
Les fonctions	𝑢	𝑒𝑡	𝑢	sont dérivables sur I donc	𝑔 est dérivable sur I 
et 𝑔W 𝑥 = 𝑢W 𝑥 ×𝑢 𝑥 + 𝑢 𝑥 ×𝑢W 𝑥 = 2(𝑢W 𝑥 ×𝑢 𝑥 ) 

 
Propriété :  

Soit la fonction 𝒖	 dérivable sur 	lWintervalle	𝐈	𝐞𝐭	 ∀𝒙 ∈ 𝑰	, 𝒖(𝒙) ≠ 𝟎 

On définit la fonction 𝟏
𝒖
	𝑝𝑎𝑟 I

�
: 𝑥 ↦ I

� =
 

 La fonction	𝟏
𝒖
	est dérivable sur	𝐼 et  𝟏

𝒖

W
= − 𝒖�

𝒖𝟐
  

Dém : Soit	𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢	est dérivable en 𝑥		𝑒𝑡 I
� =

 𝑒𝑡	 I
� =>8

 sont	définis	car	u	ne	s'annule	pas	sur	I	et	 
𝒙 ∈ 𝑰,	en	choisissant	h	suffisamment	petit	tel	que	(𝒙 + 𝒉) ∈ 𝑰			 



𝑇𝟏
𝒖	��	=

ℎ =
	 𝟏𝒖 𝑥 + ℎ − 𝟏

𝒖 𝑥
ℎ =

	 1
𝑢 𝑥 + ℎ − 1

𝑢 𝑥
ℎ  

𝑇𝟏
𝒖	��	=

ℎ =
	 𝑢 𝑥
𝑢 𝑥 + ℎ 𝑢 𝑥 − 𝑢 𝑥 + ℎ

𝑢 𝑥 𝑢 𝑥 + ℎ
ℎ =

	𝑢 𝑥 − 𝑢 𝑥 + ℎ
𝑢 𝑥 𝑢 𝑥 + ℎ

ℎ  

𝑇𝟏
𝒖	��	=

ℎ = −	
𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥
𝑢 𝑥 𝑢 𝑥 + ℎ ×

1
ℎ 

𝑇𝟏
𝒖	��	=

ℎ = −
𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥

ℎ ×
1

𝑢 𝑥 𝑢 𝑥 + ℎ  

 
 
En admettant toujours que la limite d'un produit est égale au produit des limites dans le cas de limites finies. 

lim
8→:

𝑇𝟏
𝒖	��	=

ℎ 	= − lim
8→:

𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢 𝑥
ℎ ×	lim		

8→:

1
	𝑢 𝑥 𝑢 𝑥 + ℎ  

𝑢	𝑒𝑠𝑡	𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒	𝑒𝑛	𝑥	𝑑𝑜𝑛𝑐		 lim
8→:

𝑢 𝑥 + ℎ − 𝑢(𝑥)
ℎ = 𝑢W(𝑥) 

		lim
8→:

I
	� = � =>8

= I
�\ =

   et   lim
8→:

𝑇E
¡	��	=

ℎ 	= − ��(=)
�\ =

= I
�

W
(𝑥)	 

La limite du taux d’accroissement existe et est un nombre fini donc la fonction I
�
	 est dérivable sur I. 

Propriété : 
Soit les fonctions 𝒖		𝒆𝒕	𝒗 dérivables sur 	𝑙W𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑰	𝒆𝒕	 ∀𝒙 ∈ 𝑰	, 𝒗(𝒙) ≠ 𝟎 

On définit la fonction 𝒖
𝒗
	𝑝𝑎𝑟 �

�
: 𝑥 ↦ 	� =

� =
 

La fonction		𝒖
𝒗
		est dérivable sur	𝐼 et  	 𝒖

𝒗

W
= 𝒖�𝒗?𝒖𝒗�

𝒗𝟐
 

 
dem : 

𝑙 𝑥 = �(=)
�(=)

 sur un intervalle	𝐼. 

Les fonctions	𝑢	𝑒𝑡	𝑣		𝑠𝑜𝑛𝑡	dérivables sur  l’intervalle	𝐼 et 	∀𝑥 ∈ 𝐼	, 𝑣(𝑥) ≠ 0.	

𝑙 𝑥 = 𝑢(𝑥)×
1

𝑣(𝑥) 

𝑣	 est dérivable sur  l'intervalle I et	∀𝑥 ∈ 𝐼	, 𝑣(𝑥) ≠ 0.	
donc I

�
	 est dérivable sur  l'intervalle I et 𝟏

𝒗

W
= − 𝒗�

𝒗𝟐
 

 

La	fonction	l	est le produit de 2 fonctions dérivables sur un intervalle	𝐼 , donc la fonction	𝑙	est dérivable sur 
cet intervalle	𝐼:  

𝑙W 𝑥 = 𝑢W 𝑥 ×
1

𝑣 𝑥 + 𝑢(𝑥)×	 −
𝒗W(𝒙)

𝑣 𝑥 &  

𝑙W 𝑥 =
𝑢W 𝑥 𝑣 𝑥

𝑣 𝑥 & 	−
𝑣W(𝑥)𝑢(𝑥)

𝑣 𝑥 & =
𝑢W 𝑥 𝑣 𝑥 − 𝑣W(𝑥)𝑢(𝑥)

𝑣 𝑥 &  

 
 
 
 
 
 
 


